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Resumen
El estado del arte de los sistemas de posicionamiento ha demostrado que se requiere de redes complejas de sensores y de
visión artificial para localizar con precisión objetos móviles en aplicaciones de navegación autónoma. Este documento presenta
la metodologı́a para el seguimiento de posición de objetos móviles utilizando Sistemas de Navegación Inercial con Filtro Kalman
(INS/KF), en conjunto con la implementación de los algoritmos Zero Velocity Update y Zero Angle Rate Update (ZUPT/ZARUT).
La principal contribución de este documento es la propuesta metodológica en la integración del INS-KF-ZUPT/ZARUT o IKZ al
INS Strapdown re-alimentado, proporcionando propiedades restrictivas a los errores de deslice y mejorando significativamente la
trayectoria, con una mayor definición al movimiento que fue expuesto el objeto. El IKZ propuesto fue probado con datos en bruto
de una IMU MPU-9255 con el fin de analizar los diferentes resultados entre pruebas estáticas, movimientos lineales y giros en los
ejes X, Y y Z.
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Obtaining Trajectories Using Strapdown INS/KF Framework: Methodological Proposal.
Abstract
The state-of-the-art of positioning systems has proven that complex sensor networks and artificial vision are required to accu-
rately locate moving objects in autonomous navigation applications. This document presents the methodology for tracking position
of moving objects using Kalman Filter Inertial Navigation Systems (INS/KF), integrating the Zero Velocity Update and Zero Angle
Rate Update algorithms. The main contribution of this document is the methodological proposal in the integration of the INS-
KF-ZUPT/ZARUT o IKZ to the INS Strapdown feedback, providing restrictive properties to the displacement errors, significantly
improving the trajectory, with a greater definition to the movement that was exposed the object. The proposed IKZ was tested with
raw data from an IMU MPU-9255 in order to analyze the different results between static tests, linear movements and spins on the
X, Y and Z axes.
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1. Introducción
Actualmente unos de los temas con relevancia en el área de
la electrónica es la Navegación Autónoma, donde se han desa-
rrollado dispositivos complejos y diferentes sistemas para cum-
plir con estas tareas (Georges et al., 2015). En general, varias
aplicaciones toman ventaja de estos dispositivos para resolver
diferentes problemas de la ingenierı́a (González et al., 2015).
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Un punto principal en la navegación autónoma es la localiza-
ción de la posición y orientación precisa del objeto autónomo
móvil, el cual conlleva retos matemáticos y dificultades técni-
cas (Lin et al., 2015), (Zhang et al., 2016). Existen solucio-
nes particulares para obtener posición y orientación de obje-
tos móviles (Básaca et al., 2010), tradicionalmente se emplea
el uso de los sistemas de posicionamiento global (Grewal et al.,
2007),(Titterton and Weston, 2004) que permite determinar la
posición global de un objeto en promedio de ±5 metros de
precisión (Milanés et al., 2008), la triangulación dinámica con
el cual se determinan coordenadas tridimensionales de objetos
fı́sicos (Lindner et al., 2016),(Real-Moreno et al., 2017) o la
visión estereoscópica, usada para determinar ubicación espa-
cial tridimensional por medio de cámaras digitales (Rodrı́guez-
Quiñonez et al., 2017).
Tı́picamente la implementación de sensores inerciales ha
sido una alternativa a estos sistemas complejos (Benzerrouk
and Nebylov, 2012), (Zhang et al., 2015), (Kumar, 2004). Re-
cientemente, la creación de dispositivos pequeños y de siste-
mas micro-electromecánicos ligeros (MEMS) han hecho posi-
ble la creación de artefactos que resuelven problemas de po-
sición y orientación de objetos móviles (Li et al., 2015b). El
mercado de la electrónica ha estado agregando en dispositivos
inteligentes funciones de posicionamiento y orientación, por ej.
teléfonos, computadoras, drones, tabletas, entre otros (Castro-
Toscano et al., 2017). Esto ha incrementado el interés en temas
de navegación inercial, tı́picamente en áreas de visión artificial
y robótica, especialmente en sistemas de navegación autónoma
(Fentanes et al., 2012), volviendo a los Sistemas de Navega-
ción Inercial (INS) Strapdown una opción frecuente (Li et al.,
2015b).
Los Sistemas de Navegación Inercial Strapdown represen-
tan un equipo de navegación completamente independiente para
mediciones inerciales, un INS básicamente utiliza aceleróme-
tros para medir la aceleración de traslación y un giroscopio pa-
ra medir rotaciones angulares de un sistema (Li et al., 2015a).
La implementación de un INS Strapdown consiste en fijar una
IMU al centro de masa de un cuerpo móvil y por la informa-
ción del giroscopio y del acelerómetro se puede calcular movi-
mientos tridimensionales del cuerpo en referencia a un marco
inercial (Ben et al., 2016). En la siguiente sección una expli-
cación e implementación de un INS será presentada. De igual
manera se discutirán las limitaciones de la metodologı́a de los
sistemas inerciales, la reducción de errores por medio de la in-
tegración del filtro Kalman y los algoritmos de actualización
(Zero Velocity Update y Zero angle Rate Update). Además de
una experimentación en la cual se comparan y analizan los re-
sultados entre INS y el arreglo propuesto en la reducción de
errores por medio de la integración del filtro Kalman y los al-
goritmos de actualización. La experimentación se lleva acabo
con valores reales de una IMU en cuatro pruebas, Prueba 1 Es-
tado estático, Prueba 2 Movimiento lineales, Prueba 3 Giros y
Prueba 4 Movimientos + Giro. Finalizando con las observacio-
nes y conclusiones respecto a los resultados en la sección de
experimentación.
2. Sistemas de Navegación Inercial
Los Sistemas de Navegación Inercial (INS) utilizan giros-
copios y acelerómetros para calcular Posición, Velocidad y Ac-
titud (orientación) de cuerpos móviles, a través de cálculos ma-
temáticos, ecuaciones de navegación y leyes de Newton (Gian-
coli, 2005), (Grewal et al., 2007). Un INS depende directamente
de mediciones inerciales, el desarrollo de estos sistemas con-
siste en acelerómetros que miden la aceleración lineal y giros-
copios para la rotación angular, este conjunto de sensores se
les conoce como unidades de medición Inercial (IMU) (Miller,
1983). Por lo tanto, un INS es la acoplamiento de una IMU y
una computadora para procesar las ecuaciones de navegación,
ver Figura 1.
Figura 1: Estructura General de un Sistema de Navegacion Inercial.
2.1. Sistema de Navegación Inercial Strapdown
La implementación de INS Strapdown ofrece muchas ven-
tajas respecto a otros tipos de INS, y se ha vuelto el tipo pre-
ferido de sistema de navegación inercial, debido a sus menos
partes móviles, simplicidad y costo de implementación (Gre-
wal et al., 2007). Los INS Strapdown están fijos al centro de
masa del cuerpo móvil y en este se encuentra una IMU que mi-
de la rotación y aceleración desde el cuerpo Strapdown, donde
se representa el sistema alineado con los ejes del cuerpo móvil,
además la aceleración y rotación se referencia a un sistema de
coordenadas de cuerpo (Kayton and Fried, 1997). Estas referen-
cias deben trasladarse de un sistema de coordenadas de cuerpo
(b-frame) con origen en el centro de masa a un sistema de coor-
denadas de navegación (n-frame) (Savage, 1998) el cual se de-
fine como un marco global (vista del observador) con origen de
coordenada en la posición inicial del cuerpo móvil. Esta confi-
guración se utiliza tı́picamente en plataformas Strapdown cuan-
do los sensores (IMU) y el vehı́culo comparten mismo centro y
ejes (Lee et al., 1993), ver Figura 2.
Figura 2: Sistema de coordenadas de cuerpo, centro de masas y ejes de cuerpo.
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De manera que la relación entre b-frame y n-frame, se des-
cribe por la Matriz de Cosenos Directores (MCD). Para expre-
sar la orientación de un cuerpo en un b-frame se utilizan los
ángulos de Euler (Ben et al., 2016). Los ángulos de Euler se
simbolizan por Roll φ, Pitch θ y Yaw ψ los cuales corresponden
a los ángulos convencionales usados en la navegación, (Seifert
and Camacho, 2007). Cada rotación es descrita por una matriz
de rotación, donde pasar de un sistema de coordenada (X,Y,Z)






) con giro en Yaw
ψ es descrito por:
Cψ =
 cosψ sinψ 0− sinψ cosψ 00 0 1
 (1)
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cos θ 0 − sin θ0 1 0sin θ 0 cos θ
 (2)
Y respecto a un giro en Roll φ:
Cφ =
1 0 00 cos φ sin φ0 − sin φ cos φ
 (3)
Todos los giros en el sistema respecto a los ángulos de Euler
se pueden representar en una sola matriz de rotación, como la
multiplicación de todas las matrices anteriores:
Cbn = CψCθCφ (4)
La ecuación (4) corresponde a un cambio de coordenadas n-
frame a un b-frame. Sin embargo, el objetivo es obtener un cam-
bio de b-frame (IMU) a n-frame (observador), (Miller, 1983),






Analizando las ecuaciones (1), (2) y (3), las matrices de ro-
tación dependen directamente del vector de actitud o de orienta-
ción (ángulos de Euler) y es requisito fundamental para cálculos
adicionales en la posición (Miller, 1983). La actitud es calcula-
da por un algoritmo acumulativo usando las mediciones obteni-
das por el giroscopio, donde es necesario la actitud inicial α(0)
del cuerpo para las condiciones iniciales del cálculo y además la
actitud previa α(n − 1) para el cálculo de la actitud actual α(n),
(Lee et al., 1993). En esencia en un ambiente ideal, el cálcu-
lo de la actitud o de la orientación es una integración numéri-
ca de las velocidades angulares del giroscopio. Para calcular
el vector de actitud o de orientación, las velocidades angulares
del giroscopio deben cambiarse a un sistema de coordenadas de
navegación (Rönnbäck, 2000). La velocidad angular del cuerpo




1 0 00 cos φ sin φ0 − sin φ cos φ

0θ̇0
+1 0 00 cos φ sin φ0 − sin φ cos φ










Donde J−1 representa la matriz de rotación inversa de las
velocidades angulares entre [p, q, r]T y el vector de actitud en
un sistema de coordenadas de navegación [φ̇, θ̇, ψ̇]T , (Savage,





 = Jωb =




El vector [p, q, r]T representa la variación de giro del gi-
roscopio en cada eje en un sistema de coordenada de cuerpo
y [φ̇, θ̇, ψ̇]T la variación de los ángulos de Euler respecto a n-
frame (ωn), (Lin et al., 2015). La posición angular se calcula




ωndt ≈ αn[n − 1] + ωn[n]∆t (8)
La actitud αn almacena la información de los movimientos y ro-
taciones del cuerpo, de tal manera que con esta la información
se puede calcular el valor de (4).
2.3. Velocidad y Posición
Considerando un ambiente ideal, la velocidad de un móvil
se calcula mediante la realización de una integración numéri-
ca de la aceleración en el sistema de coordenadas de navega-
ción. En consecuencia, aplicando una segunda integración se
adquiere la posición actual (Bortz, 1971). La trayectoria móvil
se obtiene uniendo las posiciones pasada y actuales calculadas,
(Castro-Toscano et al., 2017). Estas operaciones son descritas
por las ecuaciones de navegación, de tal manera la siguiente
ecuación expresa la aceleración medida en referencia a un sis-
tema totalmente inercial (Lee et al., 1993).
aIb = ab − (ω + Ω) × vb − gb (9)
Donde, ab representa la aceleración en b-frame y gb el vector







 −g sin θg cos θ sin φg cos θ cos φ
 (10)
vb representa la velocidad en sistema de coordenada de
cuerpo. Omega mayúscula Ω representa la rotación de cuerpo
debido a la fuerza Coriolis y omega minúscula ω la velocidad
angular de cuerpo (Lin et al., 2015). Este efecto es indirecta-
mente medido por el giroscopio, el cual no distingue entre estas
dos fuerzas:
ω + Ω = [p, q, r]T (11)
De acuerdo a (9), aIb es calculada para los 3 ejes del cuerpo,
resultando en:
aIbx = abx + vbyr − vbzq + g sin θ
aIby = aby + vbxr − vbzq − g cos θ sin φ
aIbz = abz + vbxq − vbyq − g cos θ cos φ
(12)
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El vector de aceleración aIb de un sistema de coordenada b-
frame pasa a un sistema de coordenada n-frame an por medio
de la multiplicación de la matriz de rotación Cbn, (Lee et al.,
1993).
an = CbnaIb (13)




andt ≈ vn[n − 1] + an[n]∆t (14)





vndt ≈ pn[n − 1] + vn[n]∆t (15)
Donde las ecuaciones (14) y (15) requieren las condiciones ini-
ciales en n = 0 y el resultado de una previa solución (vn[n − 1]
y pn[n − 1]).
2.4. INS Strapdown Diagrama de Bloques
Para ver el orden y la interacción de las variables de navega-
ción como aceleración, velocidad, posición, velocidad angular
y actitud, la Figura 3 muestra un diagrama de bloques que sirve
como referencia del sistema INS (ecuaciones IMU y navega-
ción). Las ecuaciones trabajan de manera iterativa, se repite la
interacción del diagrama de bloques mientras las lecturas de los
sensores inerciales sigan proporcionando lecturas.
Figura 3: Diagrama de Bloques del INS considerando la re-alimentación de las
ecuaciones de navegación.
Sin embargo, por la naturaleza de las integrales numéricas,
estas generarán errores en las señales integradas, en consecuen-
cia el error se suma a la solución particular de cada variable (ac-
titud, velocidad y posición) e incrementa en extensos periodos
de tiempo. Debido a esto la implementación del Filtro de Kal-
man se emplea en los sistemas inerciales para atenuar el error
acumulativo de las integrales y los ruidos en las señales de los
sensores utilizados en estos sistemas.
3. Filtro Kalman
En este documento el filtro de Kalman se emplea en el fil-
trado de las variables de navegación, aceleración, velocidad,
posición, velocidad angular y actitud (orientación) en cada eje
del cuerpo móvil, por lo que se utiliza un filtro Kalman de 15
estados. El filtro de Kalman es una ampliación del algoritmo
LMS de mı́nimos cuadrados, ambos calculan variables respec-
to la minimización del error (Kumar, 2004). Además el filtro de
Kalman predice cual debe ser la salida del sistema para el esta-
do siguiente [k + 1] a partir de las medidas de las variables del
sistema en el mismo instante de tiempo [k] (Xu et al., 2014).
3.1. Adaptación de las ecuaciones de Kalman a las INS
El algoritmo de filtro de Kalman consta de tres fases, a prio-
ri (predicción), ganancia de Kalman y a posteriori (corrección),
(Kumar, 2004). Dentro de estas fases esta el vector de estado
el cual consiste de las variables que deseamos filtrar a través
del algoritmo de Kalman, en el caso particular de este trabajo
consideramos las variables de navegación:
x = [an(x, y, z), vn(x, y, z),pn(x, y, z),ωn(x, y, z),αn(x, y, z)]
T
(16)
En cambio el vector de medición es la agrupación de las varia-
bles medidas disponibles (aceleración, velocidad angular), y en
el caso particular las estimadas (velocidad, posición y actitud)
(Bishop and Welch, 2001).
z = [an(x, y, z), vn(x, y, z),pn(x, y, z), Ėn(x, y, z),En(x, y, z)]
T
(17)
La estimación a priori se realiza con base en el modelo dinámi-
co del sistema, tomando en cuenta la estimación del instante
anterior sin tomar en cuenta la información del vector de me-
dición (z), (Li et al., 2015b). En la fase a priori se emplean las
siguientes ecuaciones:
x̂k− = Φk−1x̂k−1 (18)
Pk− = Φk−1Pk−1Φ
′
k−1 + Qk−1 (19)
Donde (18) corresponde a la ecuación de estados de predicción
actual del sistema, Φk−1 representa la matriz de estados de di-
mensiones [15 × 15] y la variable x̂k−1 representa la corrección
del vector de estados de una interacción pasada de dimensión
[15 × 1], (Xu et al., 2014). La ecuación (19) corresponde a la
matriz de covarianza del error apriori de dimensiones [15 × 15]
y Qk−1 la covarianza del ruido del sistema.
Calculado x̂k− y P−k se estima la matriz de ganancia de Kal-
man, que servirá como factor de corrección del vector de estado
(Rönnbäck, 2000).








La matriz Hk de dimensión [15 × 15] que representa la re-
laciona el vector de estados con el vector de medidas y Rk la
matriz de covarianza del ruido de la medición [15 × 1], (Xu
et al., 2014). La estimación a posteriori se calcula con base en
la estimación a priori más un termino de corrección.
x̂k = x̂k− + Kk[zk −Hkx̂k−] (21)
Pk = [I −KkHk]Pk− (22)
En (21) se aprecia el termino de corrección que es igual a la
ganancia de Kalman Kk multiplicada por una “innovación”que
consiste en [zk −Hkx̂k−] y (22) que es la nueva matriz de cova-
rianza de error a posteriori (Sorenson, 1970).
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3.2. Filtro de Kalman Diagrama de Bloques
La Figura 4 muestra un diagrama de bloques entre la in-
teracción entre las variables de navegación y la secuencia de
ejecución de las ecuaciones de Kalman (a priori- ganancia de
Kalman- a posteriori).
Figura 4: Diagrama de Bloques del Filtro de Kalman re-alimentado.
No obstante de que el filtro de Kalman es utilizado, este so-
lo atenúa el error de deslice (Drift) a un nivel casi despreciable,
a pesar de ello en tiempos extendidos el error de deslice se am-
plifica (Zhi, 2016). Esto genera que la integral numérica estime
desplazamientos en el cuerpo a pesar de que el cuerpo no se
trasladó o giró. Por lo que los algoritmos de actualización han
sido una solución al error de deslice (Zampella et al., 2012).
4. Algoritmos de Actualización ZUPT y ZARUT
El uso de los algoritmos Zero Velocity Update (ZUPT) y
Zero angle Rate Update (ZARUT) es empleado en la estima-
ción de movimientos en peatones por medio de navegación por
estima (PDR) (Jiménez et al., 2010). Esto se da a través de la de-
tección de pasos por medio de sensores inerciales, aceleróme-
tros y giroscopios respectivamente.
4.1. Implementación ZUPT
Este algoritmo se emplea en la detección de postura (stan-
ce), en otras palabras, la determinación de velocidad de trasla-
ción nula en momentos inertes del acelerómetro (Benzerrouk
et al., 2014). El algoritmo ZUPT analiza las lecturas del ace-
lerómetro para determinar si el cuerpo se encuentra en movi-
miento o reposo por medio de un umbral determinado por las
mismas lecturas del acelerómetro (Zampella et al., 2012). Im-
plementación del ZUPT consiste en (Abdulrahim et al., 2010),
(Jiménez et al., 2010):
1. Se calcula la magnitud de la aceleración de los tres ejes
en sistema de coordenada n-frame por medio de:
|an|=
√
a2nx + a2ny + a2nz (23)
2. El resultado de |an| se procesa por un filtro pasa baja para
suavizar la información.
3. Se pasa nuevamente la información filtrada por un filtro
pasa alta.
4. Se determina si an es menor que el umbral determinado
empı́ricamente a∗n, si es menor o igual se considera que
no existe velocidad en ese momento i y vni se iguala a
cero, en caso contrario el valor de vni es estimado por la
integral tomándolo como valido.
5. Se repite nuevamente el proceso hasta que toda la infor-
mación del sensor fuese procesada.
La información es corregida en momentos dinámicos y de re-
posos a los que el acelerómetro estuvo expuesto (Wang et al.,
2015). La Figura 5 muestra el diagrama de bloques de este al-
goritmo y de su implementación.
Figura 5: Diagrama de Bloques Implementacion del algoritmo ZUPT.
4.2. Implementación ZARUT
Este algoritmo es empleado en la detección de fase fija (still
phase) para calcular una velocidad angular nula en las lectu-
ras del giroscopio (Ruiz et al., 2010). La implementación del
ZARUT es similar al ZUPT (Benzerrouk et al., 2014):
1. Estimación de la magnitud de la velocidad angular de los
tres ejes por medio de:
|wn|=
√
w2nx + w2ny + w2nz (24)
2. |wn| se procesa por un filtro pasa baja.
3. La información filtrada pasa por un filtro pasa alta.
4. Se determina si wn es menor o igual que el umbral de-
terminado w∗n, se considera que no existe cambio en la
velocidad angular en el momento i y αni se iguala a un
valor anterior αni−1 , en caso contrario el valor de vni es
estimado por la integral.
5. Se repite nuevamente el proceso hasta que toda la infor-
mación del sensor fuese procesada.
Ası́ la información es corregida de la integral numérica para el
cálculo de la actitud αn en momentos dinámicos y de reposos
del giroscopio (Woyano et al., 2016). La Figura 6 demuestra el
diagrama de bloques de este algoritmo y de su implementación.
Figura 6: Diagrama de Bloques Implementacion del algoritmo ZARUT.
Los algoritmos de actualización se han vuelto una solución
al error de deslice, como ha quedado demostrado en diferentes
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trabajos de investigación por su efectividad para detectar mo-
mentos inertes de los sensores en aplicaciones de estimación de
movimientos de peatones (PDR) (Ruiz et al., 2010),(Woyano
et al., 2016),(Benzerrouk et al., 2014). De tal manera este tra-
bajo propone un arreglo particular en la integración de las he-
rramientas filtro de Kalman, algoritmos de actualización y INS
Strapdown para el seguimiento de posición de objetos móviles
(IKZ).
5. Propuesta del INS-KF-ZUPT/ZARUT o IKZ
En la reducción del error de deslice, trabajos de in-
vestigación han presentado las herramientas filtro de Kal-
man(Zampella et al., 2012), ZUPT, ZARUT y la integración
de estos (Benzerrouk et al., 2014). La propuesta de este tra-
bajo es el arreglo particular en la integración del INS-KF-
ZUPT/ZARUT (IKZ), de manera que se presentará la descrip-
ción de la implementación, motivos de los arreglo y un diagra-
ma de bloques del arreglo propuesto.
5.1. Diagrama de Bloques del IKZ Propuesto
La Figura 7 muestra el diagrama de bloques propuesto para
el acomodo del IKZ. En este arreglo propuesto se toma como
marco base el sistema de navegación inercial, donde se estable-
cen las condiciones iniciales del cuerpo en valores cero.
El sistema de ecuaciones inicia con las lecturas en crudo
de las variables ab y ωb de la IMU. Se estima ωn con respecto
a (7) para pasar a un sistema de coordenada n-frame. A partir
del cálculo de ωn se emplea (8) y se estima la fase fija a par-
tir del algoritmo de ZARUT. En este punto se resalta una de
las contribuciones de este trabajo, el uso del algoritmo a partir
de la variable ωn a diferencia de la literatura la cual emplea el
algoritmo a partir de la variable ωb, este cambio proporciona
una mayor magnitud respecto a la información re-alimentada
del Filtro de Kalman. Es por este modo que la estimación de la
fase fija se ejecute con un mayor umbral, volviendo más restric-
tivo el algoritmo, asegurando una estimación correcta del giro
a desplazamientos reales y no a vibraciones o ruido en las lec-
turas del sensor respecto al sistema de coordenada n-frame.
Estimado la actitud del objeto móvil se calcula (4), que ser-
virá para calcular el vector de gravedad (10) en sistema de coor-
denada b-frame, este cálculo muestra el resultado del primer
acomodo propuesto en el cual la matriz de rotación (4) genera
que el vector de gravedad tenga puntos de referencias a rota-
ciones corregidas por el algoritmo ZARUT. Posteriormente se
estima la aceleración teórica inercial por (12) y seguido de la
estimación de an mediante (13). En este punto se resalta nue-
vamente la contribución del acomodo propuesto, en donde an
se emplea en la integración numérica (14) y en el algoritmo de
ZUPT para la detección de postura. El cual presenta la misma
ventaja que el algoritmo ZARUT; una mayor magnitud respec-
to a la información re-alimentada del Filtro de Kalman, solo
cuando se de el caso de reposo del acelerómetro. Se calcula la
posición por medio de (15) y se finaliza la interacción de las
ecuaciones de navegación.
Calculadas las variables de navegación se hace uso de la he-
rramienta filtro de Kalman, se emplea la estructura de (17) co-
mo el vector de medición, volviendo a resaltar una aportación
más del acomodo propuesto, en el cual las variables del vector
de medición se emplean respecto a un sistema de coordenadas
n-frame. La literatura emplea el filtro de Kalman a dos varia-
bles dentro del vector de medición ab y ωb, sin embargo por el
arreglo particular del IKZ la re-alimentación se emplean cinco
variables de navegación dentro del vector de estado y en su vec-
tor de medición. Esto produce un filtrado en la totalidad de las
variables del vector de medición, traduciéndose en una filtra-
ción directa de las incertidumbres y en la reducción del error de
deslice. Se estiman las tres fases del filtro Kalman, estimación
a priori, ganancia de Kalman y estimación a posteriori. Donde
el vector de estado entrega las variables de navegación corregi-
das y filtradas. Estas variables se re-alimentan al INS para ser
empleadas como variables iniciales.
En este punto se vuelve necesario la ejecución de los algo-
ritmos después de la estimación de las variables ωn y an por el
motivo que el filtro de Kalman re-alimenta las variables y estas
son empleadas en la integral numérica, donde el algoritmo de
actualización trabaja respecto a la variable an y ωn estimadas
por la lectura de la IMU en bruto.
Este arreglo particular proporciona la ventaja de trabajar
respecto al vector de estado filtrado por Kalman y los algorit-
mos de actualización, estimando un umbral empı́ricamente de
los datos en bruto de la IMU, generando un IKZ con propie-
dades mayormente restrictivas a los errores de deslice y más
permisible a movimientos reales del cuerpo Strapdown. Para
demostrar este fenómeno la sección de experimentación lleva
acabo cuatro pruebas con valores reales de una IMU, Prueba 1
Estado estático, Prueba 2 Movimiento lineales, Prueba 3 Giro
y Prueba 4 Movimientos + Giro. Con el objetivo de mostrar
el desempeño del arreglo particular de la integración del filtro
Kalman y los algoritmos de actualización a un INS Strapdown
(IKZ), se compara contra un sistema base INS Strapdown para
el seguimiento de posición de objetos móviles. Finalizando con
las observaciones y conclusiones respecto a los resultados en la
sección de experimentación.
6. Experimentación
Con el fin de comparar los comportamientos entre los siste-
mas INS Strapdown y el IKZ propuesto, se realizan cuatro dife-
rentes pruebas utilizando los datos en bruto de una IMU. Estas
cuatro pruebas constan de Prueba 1 Estado estático, Prueba 2
Movimiento lineales, Prueba 3 Giros y Prueba 4 Movimientos
+ Giro.
Figura 8: Equipo empleado en la Prueba 1, Prueba 2 y Prueba 4. Experimento
para demostrar el comportamiento de las ecuaciones INS y el arreglo particular
del INS Strapdown (IKZ), con los valores reales de una IMU.
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Figura 7: Diagrama de Bloques del IKZ Propuesto.
La experimentación consiste en la utilización de la IMU
MPU-92555 de la marca InvenSense R© con 10 grados de liber-
tad, un sistema MyRio de National Instruments R© para la ad-
quisición y almacenamiento de las lecturas de la IMU por me-
dio de un protocolo de comunicación de circuito interintegrado
(I2C), una mesa XYZ con graduación en centı́metros para los
desplazamientos controlados y trazables del cuerpo en experi-
mento. Una computadora portátil de marca Lenovo R© y700 con
un interfaz gráfico para visualizar en tiempo real la información
obtenida del sensor. La Figura 8 muestra el acomodo del equipo
experimental usado en la Prueba 1, Prueba 2 y Prueba 4.
Figura 9: Base utilizada en la Prueba 3 para analizar el comportamiento del gi-
ro en Roll φ y Pitch θ de las ecuaciones INS y del arreglo particular del INS
Strapdown (IKZ).
La Figura 9 y Figura 10 muestran las bases empleadas para
los giros experimentales en la Prueba 3 y Prueba 4. Las varia-
bles iniciales de posición, velocidad, velocidad angular y ace-
leración de las cuatro pruebas son declaradas a valor cero. Las
mediciones realizadas por la IMU a las variables aceleración ab
y velocidad angularωb serán las variables de entrada a las ecua-
ciones fundamentales de la navegación y del arreglo particular
del INS Strapdown (IKZ).
Figura 10: Base utilizada en la Prueba 3 y Prueba 4 para analizar el comporta-
miento del giro en Yaw ψ de las ecuaciones INS y del arreglo particular del INS
Strapdown (IKZ).
6.1. Prueba 1, Estado Estático
Se toman lecturas durante 25 segundos (s) en estado estáti-
co. Esto con el fin de analizar el error de deslice que pudiese
ocurrir durante la experimentación en los respectivos sistemas.
6.2. Prueba 2, Movimientos Lineales en X, Y y Z
En la segunda prueba, se realizaron lecturas con diferen-
tes desplazamientos sobre un sistema cartesiano (ver Figura 8),
respecto a los ejes X, Y y Z de navegación.
a) Desplazamiento de 12 centı́metros (cm) negativos, en eje Z.
b) Desplazamiento de 10 centı́metros (cm) negativos, en eje X.
c) Desplazamiento de 10 centı́metros (cm) negativos, en eje Y.
6.3. Prueba 3, Giros en Roll φ, Pitch θ y Yaw ψ
En la Prueba 3 se realizan rotaciones por eje Roll φ, Pitch θ
y Yaw ψ de manera separada. Esto con el fin de poder analizar
el error de deslice en la actitud (orientación) que pudiese ocurrir
en los momentos de giro en el sistemas de navegación.
a) Rotación positiva de 30◦ seguido de una rotación negativa
de −30◦, en Pitch θ .
b) Rotación positiva de 40◦ seguido de una rotación negativa
de −40◦, en Roll φ .
c) Rotación positiva de 90◦ seguido de una rotación negativa
de −90◦, en Yaw ψ .
6.4. Prueba 4, Movimiento Lineales + Giro
La cuarta prueba consiste en realizar desplazamientos y ro-
taciones de manera conjunta sobre un sistema cartesiano (ver
Figura 8). Esto con el fin de poder analizar los giros y los des-
plazamientos en los ejes de navegación, permitiendo valorizar
el error de deslice en las orientaciones y en las posiciones esti-
madas por el IKZ propuesto.
a) Desplazamiento de −10 centı́metros (cm) Negativos, en eje
X.
b) Rotación Negativa de −90◦ en Yaw ψ .
c) Desplazamiento de 10 centı́metros (cm) Positivos, en eje Y.
7. Resultados y Discusiones
Los resultados obtenidos de la sección de Experimentación
son presentados de la Figura 11 a la Figura 18. Del mismo mo-
do se presentan la Tabla 1 a la Tabla 7 donde se muestran los
resultados de la deflexión en la posición u orientación en cada
una de las pruebas.
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7.1. Resultados Prueba 1, INS Strapdown y IKZ
La Prueba 1 consiste en la detección del estado estático de
la IMU, esto con el fin de mostrar el error de deslice en los
sistemas INS Strapdown y en la atenuación de este.
Figura 11: Resultado Prueba 1 en el INS Strapdown, Posición del sensor respec-
to a 25 segundos (s) de lectura. Linea roja punteada, error de deslice en metros
(m) respecto al origen.
La Figura 11, muestra de manera gráfica el comportamien-
to del sistema INS Strapdown, se observa un error de deslice
en la señal integrada, la cual es sumada a la solución de las
ecuaciones fundamentales de navegación, incrementado en ex-
tensos periodos de tiempo. La linea punteada de color amarillo
representa el valor de origen, en cambio la linea roja puntea-
da representa el valor de deslice en la posición en cada eje, esto
por la naturaleza de las ecuaciones y de las integrales numéricas
que en ellas existen, se traduce en un error incremental.
De manera numérica la Tabla 1 muestra los valores en di-
ferentes tiempos para la posición del sensor en referencia a un
sistema de coordenada n-frame.
Tabla 1: INS Strapdown, valores de posición cada 5 segundos de Prueba 1.









5 -1.254 -0.5066 -0.044
10 -10.05 -2.974 -0.194
15 -33.88 -9.486 -0.467
20 -81.26 -22.12 0.7271
25 -154.3 -40.88 0.8616
Considerando que los valores en las variables de aceleración
y velocidad angular estaban alrededor de la escala milis (m), el
sistema de navegación inercial genera un error matemático esto
por el estado estático de la Prueba 1. La Tabla 1 muestra los va-
lores de posición calculados cada 5 segundos (s) del total de 25
segundos (s) en cada eje de la IMU. Se puede observar que se
genera un error acumulativo cuando el algoritmo está resolvien-
do las ecuaciones de navegación. Este fenómeno es atribuido al
error de deslice por las integrales numéricas.
Por otro lado, en la Figura 12 se observan los resultados ob-
tenidos respecto al arreglo particular propuesto del IKZ en la
Prueba 1, en estado estático.
Figura 12: Resultado Prueba 1 IKZ propuesto, Posición del sensor respecto a
25 segundos (s) de lectura. Linea roja punteada, error de deslice en metros (m)
respecto al origen.
En esta figura se puede observar una reducción considera-
ble del error de deslice, en comparación del INS Strapdown.
Las gráficas muestran valores en cada uno de los ejes respecto
a milı́metros (10−3m) mostrando una reducción del error de des-
lice en los valores de posición respecto a los iniciales. No obs-
tante el error de deslice continua presentándose en los cálculos,
en parte se puede atribuir a la naturaleza de los sensores inercia-
les MEMS, los cuales aun en momentos estáticos las lecturas de
las variables ab y ωb presentaran valores pequeños en escala de
milis (varia en la sensibilidad del sensor), traduciéndose como
valores de actitud, velocidad y posición. La Tabla 2 muestra los
resultados de la posición por cada 5 segundos (s) del total de 25
segundos (s) en cada eje.
Tabla 2: IKZ propuesto, valores de posición cada 5 segundos de Prueba 1.









5 -0.0084 -0.0062 0.0007
10 -0.0131 -0.0087 -0.0016
15 -0.016 -0.01004 -0.0040
20 -0.017 -0.0118 -0.005
25 -0.0193 -0.01323 0.0066
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Los valores presentados en la Tabla 2 muestran una reduc-
ción en los valores de posición respecto a la Tabla 1, la cual
muestra un error de deslice latente en momentos estáticos. Sin
embargo, al implementar el filtro de Kalman y los algoritmos de
actualización se contribuye a la reducción de este, resaltando el
efecto de las condiciones restrictivas por el acomodo particu-
lar presentado. A pesar de que queda demostrado la estimación
de momentos inertes del sensor, la Prueba 2 se emplea con el
fin de observar las condiciones de movimiento en el sensor y
que las condiciones restrictivas del acomodo propuesto en el
IKZ permitan calcular los movimientos del sensor sin afectar al
cálculo.
7.2. Resultados Prueba 2, INS Strapdown y IKZ
La Prueba 2 consiste en la estimación de los desplazamien-
tos a las cuales la IMU fue expuesta en la experimentación. Se
realizaron tres desplazamientos consecutivos en los diferentes
ejes del sensor, cada desplazamiento constaba en movimientos
negativos de 12 centı́metros en el eje Z y 10 centı́metros en
eje X y Y respecto al sistema de coordenada n-frame, durante
10 segundos (s) de lectura. La Figura 13 muestra el comporta-
miento del INS Strapdown en la experimentación de la Prueba
2 movimientos lineales. En la figura se aprecia el valor inicial
en la posición con una linea amarilla punteada, con una linea
punteada roja el valor de deslice en la posición respecto al va-
lor inicial y una linea azul que representa el valor deseado en la
prueba.
Figura 13: Resultado Prueba 2 en el INS Strapdown, Posición del sensor respec-
to a 10 segundos (s) de lectura. Linea roja punteada, error de deslice en metros
(m) respecto al origen. Linea Azul, valor en metros (m) deseado en la prueba.
Analizando el resultado del INS Strapdown se observa que
en momentos iniciales en el eje Z, entre el segundo 2 y el se-
gundo 3 un movimiento inicial aproximado a 12 centı́metros,
alcanzando el valor deseado en la prueba indicado por la linea
azul. Sin embargo, los valores empiezan a incrementar a me-
dida que el tiempo transcurre, presentando el mismo efecto en
los demás ejes. El INS Strapdown presenta el error de deslice,
sumado a las fuerzas cinéticas del movimiento introducen un
error acumulativo alejando el resultado al movimiento real al
que la IMU fue expuesta. En la Tabla 3 se muestran los valores
de la posición a cada 2 segundos (s) del total de 10 segundos (s)
de lectura. Los valores en Tabla 3 muestran un error en el des-
plazamiento sin relación al movimiento real al que fue expuesto
la IMU, esto se debe por la naturaleza de la integral numérica y
al error de deslice que se presenta en los valores de orientación,
desplazando fuerzas de traslación de maneras no coherentes.
Tabla 3: INS Strapdown, valores de posición cada 2 segundos de Prueba 2.









2 0.01603 -0.020 -0.0361
4 0.3629 -0.446 -0.1501
6 0.9678 -1.578 -0.2177
8 1.379 -3.739 -0.303
10 1.188 -6.884 -0.4769
La Figura 14 muestra los resultados obtenidos del IKZ pro-
puesto a la Prueba 2.
Figura 14: Resultado Prueba 2 en el IKZ propuesto, Posición del sensor respec-
to a 10 segundos (s) de lectura. Linea Azul, valor en metros (m) deseado en la
prueba.
En la Figura 14 se aprecian movimientos definidos y sua-
vizados a los que fue expuesto la IMU durante la experimenta-
ción, de la misma manera una reducción considerable al error
de deslice. A pesar de ello existe deslices en los valores finales
del movimiento respecto a cada eje, pero de una manera casi
despreciable, manteniendo el valor a que el sensor fue sometido
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en el movimiento. Esto se aprecia en la Tabla 4 con los valores
puntuales, siendo justificado por la naturaleza de los sensores
inerciales MEMS.
Tabla 4: IKZ propuesto, valores de posición cada 2 segundos de Prueba 2.









2 0.0014 -0.002 -0.034
4 -0.007 -0.0007 -0.1207
6 -0.0937 -0.0012 -0.121
8 -0.093 -0.102 -0.1212
10 -0.091 -0.0998 -0.1218
7.3. Resultados Prueba 3, INS Strapdown y IKZ
La Prueba 3 consiste en la estimación de la orientación a
través de rotaciones a las cuales la IMU fue expuesta durante
la prueba. Se realizaron tres rotaciones consecutivas en dife-
rentes ejes del sensor, la experimentación consistı́a, de manera
separada, realizar giros positivos y negativos de 30◦,40◦, 90◦ en
Pitch θ, Roll φ y Yaw ψ respectivamente, durante 30 segundos
(s) de lectura. La Figura 15 muestra el comportamiento del INS
Strapdown en la Prueba 3 Giros.
Figura 15: Resultado Prueba 3 del INS Strapdown, Orientación. Linea Amarilla
punteada, valor de origen. Linea Azul, valor en grados (◦) deseado en la prueba.
En la Figura 15 se aprecian rotaciones definidas a las que
fue expuesta la IMU durante la experimentación, de la misma
manera, no se observa un error de deslice en los resultados de
giro, aun ası́, este sigue estando presente pero con caracterı́sti-
cas tenues. Esto demuestra que, por las caracterı́sticas de di-
seño del giroscopio es menos susceptible al ruido en sus lectu-
ras generando un error de deslice imperceptible, aunado a esto,
el cálculo de la orientación emplea una sola integral numérica
(ecuación 8), por lo que el error de deslice es menor en compa-
ración al error de deslice que se presenta por la doble integral
numérica para el cálculo de la posición.
La Tabla 5 muestra los valores de la orientación por eje du-
rante la prueba. Los resultados en la Tabla 5 muestran cantida-
des cercanas a las deseadas, 28◦ en el eje de Pitch θ, durante los
primeros 5 segundos (s) de la prueba, 39.25◦ en el eje de Roll φ
a los 15 segundos (s) y 86.78◦ del eje Yaw ψ a los 23 segundos
(s).
Tabla 5: INS Strapdown, valores de orientación por eje de Prueba 3.









5 0.6407 28 0.5896
10 0.9523 -1.999 1.176
15 39.25 -3.568 1.079
20 -2.763 -2.658 1.154
23 -0.3488 0.6468 86.78
La Figura 16 muestra los resultados obtenidos por el arre-
glo particular propuesto del IKZ. En el cual se aprecian giros
definidos y suavizados a los que fue expuesto la IMU durante
la experimentación, de la misma manera que se aprecia en la
Figura 15.
Figura 16: Resultado Prueba 3 del IKZ propuesto, Orientación. Linea Amarilla
punteada, valor de origen. Linea Azul, valor en grados (◦) deseado.
A pesar de ello existe diferencias sutiles en cada eje, es-
tas pequeñas diferencias generan un cálculo más acertado en la
gravedad (ecuación 10) y la matriz de rotación (ecuación 10)
en comparación de si se utilizaran los valores estimados por el
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INS Strapdown. Estas diferencias se aprecia en la Tabla 6 con los 
valores puntuales.
Tabla 6: IKZ propuesto, valores de orientación por eje de Prueba 3.









5 0.6209 27.9 0.5666
10 0.972 -1.82 1.15
15 39.29 -4.157 1.051
20 -2.568 -2.327 1.2
23 -1.557 2.861 86.93
En la Tabla 6 se muestran los resultados (cercanos a las
deseados) a diferentes momentos durante la prueba, las cuales
asemejan a los resultados obtenidos en la Tabla 5. Sin embargo
se puede apreciar una atenuación de los valores respecto a los
resultados de la Tabla 5, esto se puede explicar por los diferen-
tes filtros empleados en el IKZ propuesto.
7.4. Resultados Prueba 4, IKZ
La Prueba 4 tiene como propósito el mostrar el movimien-
to conjunto de desplazamiento y giros en una sola prueba. Para
ello, se realizó un desplazamiento de −10 centı́metros (cm) ne-
gativos, en eje X, seguido de una rotación negativa de −90◦ en
Yaw ψ, finalizando con desplazamiento de 10 centı́metros (cm)
positivos, en eje Y. La Figura 17 muestra el comportamiento del
IKZ propuesto en la Prueba 4. En la Figura 17 se observa des-
plazamientos a los que la IMU fue expuesta, comenzando con
un desplazamiento negativo en el eje X seguido con la rotación
del cuerpo cambiando al eje Y, mostrando un desplazamiento
positivo del valor aproximado al deseado en la prueba. La figu-
ra muestra movimientos acorde a los ejercidos durante la prue-
ba con orientaciones y direcciones establecidos en la Prueba 4.
De igual manera se aprecia incertidumbres en la estimación del
desplazamiento de la IMU, el cual se aprecia una amplitud ma-
yor en el eje X al deseado, sin embargo, esta amplitud excedente
mantiene un valor aproximadamente constante, del cual se pue-
de aprecia un tenue error de deslice. En el eje Y se presentan
desplazamiento después del primer desplazamiento en el eje X,
esos desplazamientos se entienden por la rotación sobre el eje
en Yaw ψ de −90◦ el cual genera un desplazamiento sobre los
ejes X y Y. Estos valores se pueden apreciar de manera puntual
en la Tabla 7.
Tabla 7: IKZ propuesto, valores de Posición por eje de Prueba 4.









1 0.00041 0.00045 -0.00003
3 -0.1196 0.009 -0.0068
5 -0.1126 0.020 -0.0067
6 -0.1189 0.098 -0.019
Figura 17: Resultado Prueba 4 del IKZ propuesto, Posición. Linea roja puntea-
da, error en metros (m) respecto al valor deseado y el valor estimado. Linea
Azul, valor en metros (m) deseado.
Calculadas las posiciones puntuales del sensor utilizando el
IKZ propuesto, se resalta la reducción del error de deslice en
los resultados de la Figura 17 y la Tabla 7, esto debido, a que
los errores por desplazamientos en los movimientos en conjun-
to (desplazamientos y giros) han sido atenuados, demostran-
do que el IKZ propuesto proporciona propiedades restrictivas a
los errores de deslice, trayectorias definidas y giros definidos a
los que fue expuesta la IMU. Finalmente la Figura 18 muestra
un resumen de las trayectorias y orientaciones obtenidas en la
Prueba 1 Estado estático, Prueba 2 Movimiento lineales y Prue-
ba 4 Movimientos + Giro, realizadas en la experimentación con
el arreglo particular propuesto del IKZ.
8. Conclusiones
En este trabajo se presentó una propuesta para el seguimien-
to de trayectorias de objetos móviles por medio del arreglo par-
ticular de la integración del filtro Kalman y los algoritmos de
actualización a un INS Strapdown (IKZ). Fueron descritas sus
ecuaciones matemáticas, teorı́as y diagramas de bloques para
su implementación. De la misma manera se describió el aco-
modo particular del IKZ propuesto, las ventajas y los puntos
principales del acomodo a través de un diagrama de bloques,
el cual representaba la interacción conjunta entre INS, filtro de
Kalman, ZUPT y ZARUT.
Se llevó acabo una experimentación con cuatro pruebas
distintas con el fin de comparar los resultados entre los sis-
temas INS Strapdown y el acomodo particular del IKZ utili-
zando datos en bruto de una IMU MPU-92555 de la marca
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Figura 18: Resultado de las Trayectorias y Orientaciones del IKZ propuesto, Prueba 1 Estado estático, Prueba 2 Movimiento lineales y Prueba 4 Movimientos
+ Giro. La trayectoria del cuerpo es mostrada por la linea Negra, las orientaciones del cuerpo son mostrada por los ejes de Euler por linea Azul, Roja y Verde
simbolizan a los ejes Pitch θ,Yaw ψ y Roll φ respectivamente.
InvenSense R©. La primera prueba consistió en identificar esta-
dos inertes de la IMU expuesta a un periodo de tiempo, esto con
el objetivo de detectar el error de deslice por medio de IKZ pro-
puesto. En el cual se mostraron los valores puntuales de la Tabla
1 y Tabla 2, donde se validaba la reducción del error de desli-
ce en las lecturas, por las propiedades restrictivas del acomodo
particular del IKZ ante el error de deslice. La segunda prueba de
la sección de experimentación consistı́a en la detección de mo-
vimientos lineales a los cuales la IMU fue expuesta, con el fin
de observar los movimientos en el sensor y que las condiciones
restrictivas del acomodo propuesto en el IKZ permitieran calcu-
lar los movimientos sin afectar el cálculo de la posición. Dando
como resultado movimientos definidos, coherentes y suaviza-
dos a los que fue expuesto la IMU durante la experimentación
en el acomodo propuesto en el IKZ. La tercera prueba consistió
en la detección de las orientaciones de la IMU, en el cual se
realizaron rotaciones en los diferentes ejes de Euler, donde se
pudo demostrar que por las caracterı́sticas de diseño del giros-
copio este es menos susceptible al error de deslice, sin embargo,
el IKZ propuesto genera un cálculo más acertado en la grave-
dad y en la matriz de rotación. La cuarta prueba mostraba la
estimación de la posición y orientación a las cuales la IMU fue
expuesta en la experimentación, los cuales consistieron de un
deslazamiento negativo de 10 centı́metros sobre el eje X, segui-
do de una rotación negativa de −90◦ en Yaw ψ, finalizando con
desplazamiento de 10 centı́metros (cm) positivos, en eje Y. Esta
prueba tenı́a como objetivo el analizar los resultados obtenidos
por el IKZ propuesto, los cuales presentaron movimientos acor-
de a los ejercidos, estos mostraban orientaciones y direcciones
correctas a los movimientos establecidos en la Prueba 4, de la
misma manera se mostraban amplitudes mayores a las deseadas
a los desplazamientos establecidos, sin embargo, se podı́a resal-
tar que estas amplitudes excedentes mantenı́an un valor aproxi-
madamente constante, demostrando una atenuación en el error
de deslice que es un problema recuente en estos Sistemas de
Navegación Inercial. Ası́ mismo, la Figura 18 muestra de ma-
nera resumida las trayectoria y orientaciones obtenidas de las
posiciones de la Prueba 1 Estado estático, Prueba 2 Movimien-
to lineales y Prueba 4 Movimientos + Giro, realizadas en la
experimentación con el arreglo particular propuesto del IKZ.
De estos resultados obtenidos se resalta los beneficios del IKZ
propuesto, el cual de manera separada o en conjunto permite la
estimación de desplazamientos y orientaciones de la IMU mon-
tado sobre objetos móviles.
Se puede concluir que de la metodologı́a propuesta del aco-
modo particular del IKZ, es un arreglo que proporciona carac-
terı́sticas restrictivas a las lecturas que generan errores de desli-
ce, sin afectar a la obtención de la trayectoria del objeto móvil,
sin embargo como se mostró en los resultados obtenidos de la
Prueba 4 Movimiento lineal + Giro, existen incertidumbre al
calcular las amplitudes exactas de los desplazamientos en con-
junto con la estimación de las orientaciones del cuerpo, esto se
tomará en cuenta para el detallado y mejoramiento de la me-
todologı́a propuesta en futuros trabajos. Este IKZ propuesto es
una opción para aplicaciones de navegación inerciales por su
robustez a los errores de deslice y las bias cambiantes de los
sensores inerciales.
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